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Incremento

El cédlculo diferencial es el estudio del cambio que ocurre en una cantidad, cuando
ocurren variaciones en otras cantidades de las cuales depende la cantidad original.
Los siguientes ejemplos ilustran tales situaciones.

1. El cambio en el costo total de operacién de una planta que resultan de cada uni-
dad adicional producida.

2. El cambio en la demanda de cierto producto que resulta de un incremento de una
unidad (por ejemplo, $1) en el precio.

3. El cambio en el producto nacional bruto de un pais con cada afio que pasa.



DEFINICION Sea x una variable con un primer valor x, y un segundo valor x,. En-
tonces, el cambio en el valor de x, que es x, — x;, se denomina el incremento de x y
se denota por Ax.

Usamos la letra griega A (delta) para denotar un cambio o incremento de cual-

quier variable.

Ax denota el cambio de la variable x

Ap indica el cambio de la variable p

Ag denota el cambio de la variable ¢
Sea y una variable que depende de x tal que y = f(x) estd definida para todo valor
de x entre x, y x,. Cuando x = x,, y tiene el valor y, = f(x,). De manera similar,
cuando x = x,, y tiene el valor y, = f(x,). Asi, el incremento de y es

Ay =y, =y
= f(x) — f(x)




EJEMPLO 1 El volumen de ventas de gasolina de cierta estacién de servicio depen-
de del precio por litro. Si p es el precio por litro en centavos, se encuentra que el vo-
lumen de venta g (en litros por dia) estd dado por

g = 500(150 — p)

Calcule el incremento en el volumen de ventas que corresponde a un incremento en
el precio de 120¢ a 130¢ por litro.

Solucion Aqui, p es la variable independiente y ¢ la funcién de p. El primer valor
de p es p, = 120 y el segundo valor es p, = 130. El incremento de p es

Ap =p,—p, =130 — 120 = 10

Los valores correspondientes de ¢ son los siguientes:



g, = 500(150 = p,) = 500(150 — 120) = 15,000
g, = 500(150 — p,) = 500(150 — 130) = 10,000

En consecuencia, el incremento de g estd dado por
Ag = g, — g, = 10,000 — 15,000 = —5000
El incremento de g mide el crecimiento en g y el hecho de que sea negativo

significa que g en realidad decrece. El volumen de ventas decrece en 5000 litros por
dia si1 el precio se incrementa de 120 a 130 centavos. = 1



W 1. Daday=2-3x + x2
calcule Ax y Ay si

a) x, =1, x,=2

by x, = —1,x,= 1

Ejerciclo
Respuesta a) Ax =1, Ay =10
b) Ax =2, Ay = —6



Sea P el punto (x;, y,) y Q el punto (x,, y,), ambos situados en la grifica de la
funcién y = f(x). (Véase la figura 1). Entonces, el incremento Ax es igual a la dis-
tancia horizontal de P a Q, mientras que Ay es igual a la distancia vertical de P a Q.
En otras palabras, Ax es el recorrido y Ay es la elevacién de P a Q.

Ay <0

FIGURA 1



En el caso ilustrado en la parte a) de la figura 1, tanto Ax como Ay son posi-
tivos. Es posible que Ax, Ay o ambos sean negativos y atin Ay puede ser cero. Un
ejemplo tipico de un caso en que Ax > 0 y Ay < 0 se ilustra en la parte b) de la fi-
gura 1.

En algunas de las aplicaciones que abordaremos mads adelante, nos convendra
pensar el incremento Ax como muy pequeio (esto es, s6lo desearemos considerar
pequeiios cambios en la variable independiente). Se sobreentiende, por antonoma-
sia, que Ax significa un cambio pequeiio de x mds bien que sélo un incremento. Sin
embargo, en esta seccién no se pondra alguna restriccion en el tamaiio de los incre-
mentos considerados; pueden ser pequenios o relativamente grandes.

Resolviendo la ecuacién Ax = x, — x, para x,, tenemos x, = x, + Ax. Usan-
do este valor de x, en la definicién de Ay, obtenemos

Ay = f(x, + Ax) — flx)

Dado que x, puede ser cualquier valor de x, suprimimos el subindice y escri-
bimos




Ay = f(x + Ax) — f(x)

En forma alternativa, dado que f(x) = y, podemos escribir

y+ Ay = f(x + Ax)




Ejemplo

* Determine los incrementos de las siguientes funciones para los
intervalos dados :
f(x) =7 — 3x, x = 4, Ax = 0,2

Solucion:



EJEMPLO 2 Dada f(x) = x% calcule Ay six = 1 y Ax = 0.2.
Solucion Sustituyendo los valores de x y Ax en la férmula de Ay,

Ay = fx + Ax) = f(x) = f(1 +0.2) = f(1) = f(1.2) = f(1)
= (12— (12 =144 — 1 = 044

Asi que, un cambio de 0.2 en el valor de x da como resultado un cambio en y de
0.44. Esto se ilustra de manera gréfica en la figura 2.

Y

, 11.2 2 X
Ax=0.2

FIGURA 2



EJEMPLO 3 En el caso de la funcién y = x?, determine Ay cuando x = 1 para cual-

quier incremento Ax.
Solucion

Ay = f(x + Ax) = f(x) = f(1 + Ax) — f(1) = (1 + Ax)2 — (1)
= (1 + 2Ax + (Ax)?) — 1 = 2Ax + (Ax)?

Puesto que la expresién de Ay del ejemplo 3 es vilida para todos los incre-
mentos Ax, podemos resolver el ejemplo 2 sustituyendo Ax = 0.2 en el resultado.

De esta manera,

Ay = 2(0.2) + (0.2)>*= 04 + 0.04 = 0.44

como antes.

EJEMPLO 4 De nuevo, considere la funcién y = x* y determine Ay para valores ge-
nerales de x y Ax.
Solucién Ay = f(x + Ax) — f(x) = (x + Ax)? — x2 = 2xAx + (Ax)?



@ 2. Calcule Ay para valores
generales de x y Ax, si
a)y=3-2x; b) y=4x-x*

Ejercicio

Respuesta a) Ay = —2Ax
b) Ay = 4Ax — 2xAx — (Ax)?



DEFINICION La tasa de cambio promedio de una funcién f sobre un intervalo
de x a x + Ax se define por la raz6n Ay/Ax. Por tanto, la tasa de cambio promedio de
y con respecto a x es

Ay _ fG+ A — f()
Ax Ax

Observacion Es necesario que el intervalo completo de x a x + Ax pertenez-
ca al dominio de f.

Grificamente, si P es el punto (x, f(x)) y Q es el punto (x + Ax, f(x + Ax))
sobre la grifica de y = f(x), entonces Ay = f(x + Ax) — f(x) es la elevacién y Ax
es el recorrido de P a Q. Por la definicién de pendiente, podemos decir que Ay/Ax es
la pendiente del segmento rectilineo PQ. Asi que la tasa de cambio promedio de y
con respecto a x es igual a la pendiente de la secante PQ que une los puntos Py Q
sobre la grifica de y = f(x). (Véase la figura 3). Estos puntos corresponden a los
valores x y x + Ax de la variable independiente.

FIGURA 3



Ejemplo

 Calcule la tasa de cambio promedio de cada funcion en el intervalo
dado.
f(x) =5 —2x, x =3, Ax = 0,5

Solucion:



Ejemplo

* EJEMPLO 5 (Costo, ingresos y utilidades) Un fabricante de productos
guimicos advierte que el costo por semana de producir x toneladas
de cierto fertilizante esta dado por C(x) = 20000 + 40x ddlares y el
ingreso obtenido por la venta de x toneladas esta dado por
R(x) = 100x - 0.01x°. La compaiiia actualmente produce 3100
toneladas por semana; pero esta considerando incrementar la
produccion a 3200 toneladas por semana. Calcule los incrementos
resultantes en el costo, el ingreso y la utilidad. Determine |a tasa de
cambio promedio de |a utilidad por las toneladas ex- tra producidas.



I Solucion

El primer valor de x es 3100 y x + Ax = 3200:

AC = C(x + Ax) — C(x)

AR

= C(3200) — C(3100)

= [20,000 + 40(3200)] — [20,000 + 40(3100)]

148,000 — 144,000 = 4000

= R(x + Ax) — R(x)

= R(3200) — R(3100)

= [100(3200) — 0.01(3200)2] — [100(3100) — 0.01(3 100)2]
= 217,600 — 213,900 = 3700

De modo que los costos se incrementan en $4000 con el incremento dado en la pro-
duccién, mientras que los ingresos se incrementan en $3700.

A partir de estos resultados, es claro que la utilidad debe decrecer en $300.
Podemos advertir esto con mds detalle si consideramos que las utilidades obtenidas
por la empresa son iguales a sus ingresos menos sus costos, de modo que la utilidad
P(x) por la venta de x toneladas de fertilizante es

P(x) = R(x) — C(x)
= 100x — 0.01x* — (20,000 + 40x)
= 60x — 0.01x% — 20,000

En consecuencia, el incremento en la utilidad cuando x cambia de 3100 a 3200 es
AP = P(3200) — P(3100)
= [60(3200) — 0.01(3200)2 — 20,000] — [60(3100) — 0.01(3100)*> — 20,000]
= 69,600 — 69,900 = —300

Asf pues, la utilidad decrece en $300. La tasa de cambio promedio de la utilidad por
tonelada extra es

AP _ —300 _ -3

Ax 100
en donde Ax = 3200 — 3100 = 100. De modo que la utilidad decrece en un prome-
dio de $3 por tonelada con el incremento dado en la produccién. = 3



Ejercicio

@ 3, Daday = x> + 2x, calcule
la tasa de cambio promedio de y
con respecto a x en el intervalo
a) dex;, = 1,x,=3

p) dex,= —1, x%=2

Respuesta a) 6; b) 3



EJEMPLO 6 Cuando cualquier objeto se suelta a partir del resposo y se le permite
caer libremente bajo la fuerza de gravedad, la distancia s (en pies) recorrida en el
tiempo 7 (en segundos) esta dada por

s(t) = 16¢>
Determine la velocidad promedio del objeto durante los siguientes intervalos de
tiempo:
a) El intervalo de tiempo de 3 a 5 segundos.
b) El cuarto segundo (de t = 3 a t = 4 segundos).

c¢) Elintervalo de tiempo entre los instantes 3 y 37 segundos.

d) Ellapsodetat + At



Solucion La velocidad promedio de cualquier mévil es igual a la distancia recorri-
da dividida entre el intervalo de tiempo empleado. Durante el lapso de r a t + At,
la distancia recorrida es el incremento As, y asi la velocidad promedio es la razén

As/At.

a) Aquit=3yt+ At=5

As st + A — s(p) _ s(5) — s(3)

At At 5-—3

- 16(5%) — 16(3%) _ AN — 144 250
2 2 2

= 128

Por consiguiente, durante el lapso de t = 3 a t = 5, el mdvil cae una distancia de
256 pies con una velocidad promedio de 128 pies/segundo.



b) Ahora,t=3yt+ At=4

As s+ Ap) — s(9) = s(4) — 5(3)

At At 4 -3

_ 16(4%) — 16(3%) _
1

256 — 144 = 112

El mévil tiene una velocidad promedio de 112 pies/segundo durante el cuarto se-
gundo de caida.

c) Enestecaso,t=3yAt=3%_3=%

As _ st + An — s@®) _ 16(37)* — 16(3)>
At At 3

196 — 144 _ 52

1 1
2 2

= 104

Asi pues, el mévil tiene una velocidad promedio de 104 pies/segundo durante el
lapso de 3 a 33 segundos.



d) En el caso general,

As  s@+ AD) — 500 _ 16t + Af)? — 1622
At At At

16[2 + 2t - At + (Ar)?] — 162
At

. 2
_ 32t At; 16(A1) =205+ 16AG

la cual es la velocidad promedio durante el lapso de r a t + At

Todos los resultados particulares del ejemplo 6 pueden obtenerse como casos
especiales de la parte d) poniendo los valores apropiados de ¢ y At. Por ejemplo, el
resultado de la parte a) se obtiene haciendo r = 3 y At = 2:

i—i = 32t + 16At = 32(3) + 16(2) =96 + 32 = 128 wr 4



Ejercicio

@ 4. Sila distancia recorrida en ¢
segundos es s = 961 — 1672, calcule
la velocidad promedio durante

a) el intervaloder=0ar=3
b) el intervaloder=2ar=4
c¢) elintervalodet=3at=5
d) el intervalode rat + At

Respuesta a) 48 b) 0 ¢) -32
d) 96 — 32t — 16At



